Interesse e Sconto

Benedetto Matarazzo



Interesse

(x ¢y)
X y
‘ ........ Interesse----- +‘ tempo
| |
_ Impiego
Capitalizzazione: Capitale » Montante
_ M | B .
Interesse 1=M-C; M=C+]; F:€:1+E, |=C (FT 1)
(usualmente 120U F 21, )
Indica pertantd’ificiemento assdlwoocd e | capitale i n seg

doéi mpi ego considerat a
Si prescindedalla misura delempointercorrente tra le scadenze x e y



Postulato del
“rendimento del denaro

Usual ment e sinteresse e positeyaorme dellesto | 6
e comprovato dalla realta economica: il possesso, la disponibilita o
| Ouso di un capital eprezzovant aggi

Le principali che giustificano tale assunzione sono le seguenti:

- Preferenza per la liquidita,
- Preferenza per i consumi presenti;
- Redditivita degli investimenti (reali e finanziari).

Ineconomid 61 nt er es s e defi nito cor
(considerato come risorsa produttiva).
In matematica finanziarba def i ni zi one del | 6

prescinde dalle diverse teorie che lo possono giustificare.



Sconto

(X ¢y)
X y
dm==m-mee- Sconto-------- ‘ tempo
| | '
Anticipazione
Attualizzazione : Valore Attuale < Somma a scadenza
. . A D .
Sconto: D=STA; A=SID;F =—=1-—D=S{i F)
(o interesse S S
anticipato) (usualmente® < A¢SU 0¢ U )

Indica pertantadl decremaitiwasshitdaella somma a scadenza in seguito
all 6operazione di anticipazione <cor

Si prescindedalla misura delempointercorrente tra le scadenze x e y



Tassli
). .
d’interesse e di sconto

Tasso dointelesse

(periodale): | = —— (unico periodo) I=Ci ( )
(usualmente: i2 0) C

Tasso donteressen d ®set o all duni t” di

considerato unitario; numero puiocremento relativalel capitalenel
periodo considerato

Tasso di sconto D

(periodale): d=—(unico periodo) D=Sd ¢ <1)
(usualmente: dz 0) S

Tasso di scontoscontor | f eri to all 6uni t ™ di

periodo (X,y), considerato unitario; numero putegcrementodelativdella
somma a scadenrel periodo considerato



Tassli
). .
d’interesse e di sconto

Postoyyx = 1 (period®unithaiod

Tasso dointeressex x+1  empe
equivalenza fondamentale 1 "
1° 1+

(M=C+1,i=Il/C;perC=1,sihai=1equindi M = 1+i)

Tasso di sconta y-1 y lempe

equivalenza fondamentale PP
1-d° 1 |

(A=S-D,d=D/S;perS=1,sihad=D e quindi Ad}l




Intensita
d’interesse e di sconto
Postoyx =t > 0 (duratede’ bpra@ieng) e r a z i on e )

|l ntensi t”™ doi nteresse (peri oc

| X — t
d(t) T ——— -IC R C.I'-I >
tC

Intensita di sconto (periodale)

D

J(t) = — |
tS S-D

Pert=1:
d1)=ied(1)=d

X t y tempo
=S




Esempio

X y

| | R

| | g

120 150

(X, y): unico periodo Se simisurall periodo ,Y),
Interesse: | =D =150120 = 30 per esempio in termini di annodiata )
Fattore di capitalizzazion®& = 150/120=1,25 e yi x=t=05, allora:
Fattore di attualizzaziong& =120/150 = 0,8 |l nt ensi t 7d5p0=030/(5*120)=0:05
Tasso di interesse= 30/120 = 0,25 Intensita di scontag(5) = 30/(5*150) = 0,04

Tasso di scontad = 30/150 = 0,20

Se yi x =1 (periodo unitari}, allorad(1) =1 = 0,05 eg(1) =d = 0,04
0OSsSi a | e d sono rispettivamente | 011
a luhité di capitale d uaila ti éempo



Legge finanziaria di capitalizzazione
“a due variabili”

E definitaquandoassegnatduescadenzé¢tempi)qualunque(x, y)
(conx ¢ y), enotoil valoredel FATTORE DI CAPITALIZZAZIONE
F(x,y), cheindicail montantan y di un capitaleunitarioinvestitoin Xx.

A 3|’ (X ¢y)

| | ”

-1 - F(X, y)

di F(X,y):
-F(x,y) >0, " (X,y) ; usualmente F(x, ¥) 1
-F(x, x)* 1," X
- F(X, x+1)= 1+i,, " X « y— >z —» tempo
-F(X,y)¢ F(X, 2),z>y | | |
X— Z y

-F(X,y)? F(z,y),2>X




Legge finanziaria di attualizzazione
“a due variabili”

EOC definita quando, assegtyax e duc
(con y2 X), e noto il valore deFATTORE DI ATTUALIZZAZIONE
F (y, X), che indica il valore attuale in x di un capitale unitario disponibile Ii

>|< >|/ (x¢y)
| | ]
F(y, X) - -1
di F (y, X):
-F(y,x)>0, " (y, X) . usualmenté- (y, x) ¢ 1
-Fiy,y)* 1,y

-F(y,y-1)=1d,,"y
-F(y,X)2 F(z,x) z>y

tempo
-F(y,X)¢F(y,z) z>X




Leggi finanziarie “a due variabili”

Una coppia di funzionit, F definisce unda EGGE FINANZIARIA
Nna due vilcu fatole finanziariodi scambiolL(x,y) e:

gF(x,y) sex¢y
Lxy) =1 _

i F(x.y)sex>y
Le due legqgi finanziarie Fle si diconoCONIUGATE se, per ogni
X ¢y, risulta 1

F(y.x)=
F(x,Y)
ossia se | 6effetto del fattore di a

fattore di capitalizzazione (c.dperazioni corrisponden)ti Cio accade ovviamente
sempre se tali grandezze si riferiscono alalesima operaziorfimanziaria.



Leggl filnanzi ar

o e
Capitalizzazione -1 F(X,y)

FATTORE DI CAPITALIZZAZIONE INIZIALE
Flroy s by

TAS S ONTERESSE (PERIODALE) INIZIALE
AR R I I

| NTENS | INAERESSE (PERIODALE) INIZIALE
A I

FATTORE DI INIZIALE

Fly s b iy

TASSO DI (PERIODALE) INIZIALE

Gy )= LBy

| NTENS | BAGNTD (PERIODALE) INIZIALE
/T T I A T O U O O O TR I

€



Leggi finanziarie “a due variabili”

Consideranddre epoche x, epocad 0 | ndiigzpiegn y, epocad idizio della
misuraziongz, epocaconclusivax<y<z,diu n 0 o p e finarziarig possono
generalizzarde definizioniprecedent{ovey! x e z=x+1)

X > Z X<y<zZ
N
-B(yx) M " F(x:y,2)
=1 > F(x.y)
e > F(x,2)
Fatierediimoanintetdi girpsogeigninmeday a z:
Fley F(x 2)
T Fy)

Tasss dSimeresde perindale di @oSeguimenfo dagylaz:od al e ) di
IR F(x,z)- F(X,Yy)

o Fx ) . .
Intenkité dlirteredse (periddale) di prdegudmensoday@pg:er i odal e)
NI F(x,z)- F(x,Yy)

(z- y)F(X,Y)




Leggi finanziarie “a due variabili”

Ponendo i n gue&Gdudted etlil nbao pzesyatzi on e
(z=y+t: epocaconclusivad | undoperazione finanz
X )( t yTt (x<y<y+t)
| | :
-B(yx) Sl " F(Xy,y+t)
o R g F(X,y)
"l > F(x,y+)

Intenkité dliteredse (perivdale) di prasegumensoday@ypte r i odal e )

tF(x,y)
Sed(x;y,y+t,) e derivabileparzialmenteispettoat, conderivatacontinua,
puoottenersi 0 I n tismmanaato’i nt:er es s e

_ o F(xy,y+t)- F(x,y) _ K
a(x,y) = tl!m0+ 0Ly = uyIog F(X,Y)




Leggi finanziarie uniformi
(ad una variabile)

Postoy =x+1t, t2 O;t=y-x:duratad e | | 0 o pfinanzanai siprescinde
dalle effettive scadenzeiniziali e finali (proprieta di nel tempo,
Invarianzarispettoa traslaziontemporali)

Ossia, fattori di scambiodipendoncsolodalla duratat (consegno)

FATTORE DI CAPITALIZZAZIONE X y :[empo
F(x,x+t)=f(y- x) =l [1] = U [t) = 1(t] f(O):lt f(t)'
FATTORE DI
F(y,y-t)=7(y-X)=] (1] = v(l)
TASSO (INIZIALE) PER LA DURATA't
(1) u)-1 1) 1o v(t)

| NT ENS({NIZMLE) PERLA DURATA t

u(t)- 1 1- v(t)

t NUER

i(1)



Leggi finanziarie uniformi

(segue)
FATTORE DI PROSEGUIMENTO PER LA DURATAh (OLTRE t)
u(t +h) v(t +h)
u(t) v(t)

TASSO DI PROSEGUIMENTO PER LA DURATA h (OLTRE t)
u(t +h)- u(t) v(t) - v(t +h)
u(t) v(t)
| NTENSI TA6 DI PROSEGUI MENT(OLTREER L
u(t +h)- u(t) v(t) - v(t +h)
hu(t) hv(t)
| NTENSI TAG | SMAINTANEA

alt) = 4 o) = - Vi)

u(t) v(t)




Leggi finanziarie uniformi
(segue)

Pery-x=1:durataunitarid el | 0oper azi one
FATTORE DI CAPITALIZZAZIONE :
F(xX,x+D)= f(x+1-xX)= f(D)=u@®=u=
FATTORE DI N
F(y,y-D= s (y-y+D) = jD=vD=
RELAZIONE TRA TASSI DI INTERESSE E DI SCONTO

Per definizione{eriodo unitaripsiha: u4+1 e yv=1-d

Se i fattori u e v sonooniugatj si ha: v = 1/y, ossia id = 1/(1+i)

‘. d :
da cui: g € T "i>-1 e d<1




Regimi finanziari

Reqgimifinanziari di capitalizzazionee di attualizzazione

Modelli formali che soddisfanocerte | espressiin
funzione della scadenze e degli importi delle operazion
finanziariee di altri parametri (tassio intensitadi interesseo di
sconto,ossiafi v e | diccrescitadel montanteo di diminuzione
dellasommaascadenzap e |l | O umbn ltoco@igg & L t |
In particolare,un regimesi dice uniformesesi accettal 0 1 pdp
uniformitadelle operazionfinanziarieconsiderate

Si parla dileggi finanziarieallorché vengono specificati i valori
particolari che assumono tali parametri nel regime corrisponde

Grandezzéondamentaliimporti monetari (C), tempi o0 epoche (t

Nt

Grandezzelerivate flussi (C/t), tassi (C/C), intensita (C/(Ct))




Regimi finanziari

Regimifinanziari _di capitalizzazionee di attualizzazione
postulato di additivita

Nel calcolofinanziariosi assumeabitualmentecheil valoreattualeo
Il montantedi duecapitaliC, e C, disponibilicon certezzaalla stessé
epocat e uguale alla sommadei corrispondentivalori attuali o
montanti

Tale principio si estendemmediatamental casodi un numerofinito
qualunquedi capitaliC;, j = 2, 3,6 , n, anchesedisponibiliin epoche
diverset;, riportatifinanziariamentella stessascadenza

Indicando, pertanto, con M(C;) e con A(C), | = 1, 2, n,
| corrispondentmontantie valori attuall, si ha

M(Cy+ Cy+é +C)=M(C+M(C))+é +M(C,) e

A(Cy, G, CY=A(CYFA(CHY+e +A(C),

ossiaM eA sonofunzionilinearid e | | 0 idenrsmettivi capitall
Considerandaoin capitaleC qualunguesi assumallorache
M(hC)=hM(C) e A(hC)=hA(C), " h,>0, e quindi M(C)=CM(1)=CFe

| A(C)=CA(1)=CF ,ossiaM eA sonofunzionilineariomogeneeli C



Regimi e leggi finanziari uniformi

usuali
Capitalizzazione Attualizzazione
)
Interessiseipiptic—— Scantorrazianile
Regiimii . "
conitigati Interessicoaippast—— Scantocoappasto
\ Interesshattgipat—— Scantocoamiverialale
 Lineare Iperbalica
Leggi Espanenzikie Espanenzikie
eoffisﬂ,smntéariti<
\ Iperbalica Liineare



Interessi semplici

Gli iInteressi  semplici  sono  proporzionali
al | 0a mndelrcdpitale €, al tempod 01 mpi e g
(durata)t ed al tassod 0 I n t memnodateimigale i,
che si assume costantg e vengono contabilizzati

soltantoaltermined e | | 0 o pdedurata; guindi. e
| =Cit," t20 ¥
M=C+I=C+Cit=C(1+it)f(t)=u(t) =r(t) :?:1+it
LM | M M -C M- C
C i) ; B s
a =arctg(C i) te C
C r—— | M e funzione lineardi C, i e t;
, ordinata all oorig
tanga = C | coefficiente angolare Ci
0 1 t

continua...



Interessi semplici

ésegue.
In particolare, nel regime della capitalizzazione semplice:

t——t+1

ft)  f(t+1)

fo(t + )i f(t) = [1+i(t+1)]i[1+it]=i, "0 t@ -1t

| a n intbressdétodtante) prodotto dahpitale unitario
In ungenerico periodanitariod 6 1 mp 1 eWle;, C=1
ossia gli interessi periodai sommanp er ot t ener

del |l 6i ntera operazione di (
écont i



Interessi semplici

i _fs(z‘+1)_1_ |
tf () 1+it
cioe ilta:aosi'snoresd @eriodale@ r e

uguale ad soltanto neprimo periodo,
poi decresce iperbolicamente con

Y i,=i solopet =0,

Il n altri termini, [§i]comens.

-
-
-
-
-~

UNICO PERIODO DI CAPITALIZZAZIONE

Il regime degli interessi semplici si usa prevalentemente per
operazioni finanziarie direve durata



Tasso periodale

v A W N BB O e+

Interessi semplici

C
w0
110
120
130
140
150

Somma

1=Cyi

10
10
10
10
10

50

0,1

0,10
0,091
0,083
0,077
0,071

Esempio

Gli interessi periodali, sono calcolati
rispetto alcapitale inizialeC,e quindi
sono gli stessi in ogni periodo

It asso doil ntiger es s«
decresce iperbolicamente



Interessi semplici

Seiltassad 01 nt e r easabile osEiatassqgger una duratg,t
tasso j per una duratg,t € , periuna durata,tsi avrebbe:

I A A RN

N.B.
Ognicoppia(i, t), Jj =1,2,€e,n, deve es:
dellastessa unita di tempo



Esempio

(|) |2 |3,5 | 6 epoche (in anni)
| | | T
0,04 0,06 0,07 tassi di interesse annui
0,02 0,03 0,035 tassi di interesse semestr:
550 739,75 prestazioni equivalenti:

(550, 0) & (7

C, =550
M(6)= 550 (1+0,04*2 + 0,06*1,5 +0,07*2,5) = 739,75 (tassi e tempi in anni)
M(6)= 550 (1+0,02*4 + 0,03*3 +0,035*5) = 739,75 (tassi e tempi in semes



Sconto razionale

Il regime coniugato agli interessi semplici e lo sconto razionale,
Il cui fattore di attualizzazionee:

1 1 S Sit

()= ——=——=v: A=—— D=5-A=— 20
/W) f () 1+it 1+it L+t
~
(sconto semplice razionale) // /// Pers=1¢e_t=1
N - : , | |
DA —Dbn 7 D=1z —=d.
—AQl) _ 7 Lol .
g Ay A E in funzione detasso di
— scontod: 1==----- T
|
/ L 1r(-Dd]




Interessi composti
(nel discreto)

Durantetuttaladuratanl Nd e | | 6 o pallafiaediiciasoue ,
periodo unitario convenuto si ha la

. cloe gli interessi maturati in
clascun periodo unitario (calcolati periodicamente al
corrispondente tasso assegnato) vengono trasformati in
(sommatial) capitalee produconoa loro volta interessifin dal

periodosuccessivo

In altri termini, alla fine di ogni periodounitario il c/interessi
vienetrasformatan c/capitale



Interessi compostl
Caso particolarmente interessantezfdgchedi capitalizzazione
equidistanticon distanza uguale ad un periodop@na epoca
cadente esattamenien per i ododeéedbbooper a
3)tasscd 01 Nt er escesantper i odal e

Calcoloper ricorrenza |

C1 =C(l+i)a=========~- -G -C, _ |
CA+i)=Cl+if}e=—-~7"" - -
C(l+i)=C(1L+i} <~ ’,a"’

eeeé ) ( )a// ed in termini di d:

M1 C,=C(L+iy += " 7 i N Mo=C—

M . 1-d)"

)= = ) =0 =0 (> D) o

In particolare, pern = 1.
f.(1) = 14 =u=r



Interessi composti
DaM Z C,=C(1 +i)" possono ricavarsi i valori delle altre grandez.
i)t ei) ey
PerC=len=1siha:l=l.

C=M(L+i)"=My", edinterminidid: ¢ =1l (I- (]

1

_aM gn

|l=&—0 -1
(;C+

n_IogM - log C

log(1+1)



Interessi composti

MU R R N R R R | R PR
LOIi nteresse prodotto dal capitale
[n, nt1]cresce esponenzialmemel tempo ed e proporzionale al capitale
(1L+i)"esi stente all o6inizio di tale p
e uguale a i solo nel primo periodo (n = 0).

fC(n+1)-1:' "n O 0,
f.(n)

- fc(l) fc(o) - fc(z) fc(l) - fc(n+1)' fc(n) -

ST T Tt

L 61 ntprodata@nsciascunperiododi capitalizzazione proporzionale
al capitaleesistentea | | 0 di tale periody il valorecomunedi tali
rapporti(tassad 0 i n t periocdale)alkei. In altri termini, | idcremento
relativo del montantan ogniperiodoe costantee valei.

In




Esempio

Tasso periodale i = 0,1

Interessi composti Gli interessi periodali, sono calcolati
g rispetto almontantedel periodo
T precedente G e quindi crescono
2 1 u ol esponenzialmente
3 133,1 12,1 0,10
4 146,41 13,31 0,10
> - It asso doi ntigercastartes

Somma 61,05

Tasso periodale i = 0,1

Interessi semplici

t C 1.=C, iy

o (NG l nvece, nel regi
1 110 10 0,10

2 120 10 0,091

3 130 10 0,083

4 140 10 0,077

5 150 10 0,071



Esempio

Prestazioni equivalenti

—

ut)y  1=0,2

g i ] - Fattore di capitalizzazione semplice e
— T - composto
3 1,728 1,6
4 2,0736 1,8
5 2,48832 2 5
6 2,985984 2,2
7 3,583181 2,4 2
8 4,299817 2,6
9 5,15978 2,8
10 6,191736 3 0
11 7,430084 3,2 0 2 4 6 8 10 12
t|C regime uniformestessa duratai 3 =117 7 =4
3 [150 RegimeempliceDC = C;1 C,=C,;i C;=210-150 = 60 4; x = 210 + 60 =270; i=1/(C) = 60/150*4= 0,1
7 P10 Regimeomposto: G/C, = C,/C; = 1,4; x = 210 * 1,4 294 150(1+4)* = 210; da cuii = (210/150¥47 1 = 0,0877

11 | x
Prestazionequivalenti:
(3, 150) a27() nel regimk Bemplide

(11,
(3, 150) & 299 Welregbnk 6ompodto (11



Sconto composto

Il fattore di attualizzazione coniugatoe:

i) =t ! = [1+0) s v ni N, (> -1)
SRR () ERTE ) |
In particolare, pern=21: f (1) = (1 + i)' = v
AzSy'z —> =5 ¢)" ‘]

i) >

ISR B TR
o I
b=l )= 140 14

_ Jjn+1)-5(n) _ v
j (n) 4 0
:-M:-(v 1) =——=d costanteppes@gm n



Interessi composti
(nel continuo)

Durantetuttala durataTl Rd e | | 6 o p @i interessisomoe |,
convertitt in capitale continuamente ossia gli _interessi
(prodotti istante per istante ad una intensita costante g
vengonotrasformati in (sommatial) capitale e produconoa
loro _volta interessi mano a mano che essi si_formana

Puodimostrarsicherisulta
M(t) =Ce®, "t/ [0,T] (regimeesponenziale
Se e assegnatal tassocostante(periodale)di interessei,
ponendo
d = log(1+1), siha
M(t) = C (1+0D)t, " t>0,
ossia u(t) = r(t) = (1+i).



Sconto composto
(nel continuo)

Considerandou n 0 o p e ffirmziar@a nve C(t) indica il valore del
montanteM pereffettodiun 6 ant | diduysataz @ uonndei n di

sconto(parametro)costanteg >0, n e | | 0 1 ditteenpoinfanitesimo
[t,t+df], puodimostrarscherisulta
C(t)=MeJt, " t>0 (regimeesponenziale

coniugataallaleggedi capitalizzazion@sponenzialsee soloseqg =d.
See assegnatd tassocostantdperiodale)di scontod, ponendo
g=-log(1-d), siha

C(t)=M(1-d)}, " t>0,
ossia v(t) = edt=(1-d)t = (1+)t= Lu().



Regimi degli interessi
e dello sconto composti (nel continuo)

| corrispondenti fattori (esponenziali) di capitalizzazionee di
attualizzazione possono quindi esprimersi in diversi modi, in
funzione del tassodi interessei, del tassodi scontod o delle

rispettiveintensitad e g, t > O:

Variabile Fattore di capitalizzazione Fattore di attualizzazior
i (141) (1+0)"
1 t
_ - ('t
d él (La stessa funzione rappreseata

5 la capitalizzazione o lo sconto
U a seconda del segno di t '
d e godit) ¢



Interesse composto a tasso variabile

Seiltassod 01 nt e r esasile oskiat@assqgger una duratgt
tassoj per una duratag,t € , t pPesunaduratate si adoperass
la convenzione esponenziale per ogni perj@i@vrebbe:

=0 (1 il)ll(“ iz)tz"'(1Jr in)[n

0 T T, e T, T, Tj:t1+t2+ e *;
R

N.B. 1 2 n

Tuttii tassi e le durate, t;, ] = 1, devgne essere espressi
In funzione dellastessa unita di tempo
Per i=i,= € =i, tale capitalizzazione coincide con il regime
composto nel continuo gia esaminato.



Esempio

(|) |2 |3,5 | 6 epoche (in anni)
| | | -
0,04 0,06 0,07 tassi di interesse annui
550 768,86 prestazioni equivalenti:

(550, 0) & (7

C, = 550
M, (6) = 550 (1+0,048)(1+0,06}5(1+0,07}5= 768,86 (tassi e tempi in anni)

Invece, nel regime semplice:
M(6)= 550 (1+0,04*2 + 0,06*1,5 +0,07*2,5) = 739,75 (tassi e tempi in anni)



Sconto commerciale

In tale regime danticipazionesi assume che I sull 6anticipazio
somma a scadenza sia al capitale da scontafg al tasso di sconto
(costantepd alladuratad e | | 6 ant i ci pDa=zSidodowdeilPaesspdiant o
scontaqt ci o |l o sconto praticato sull 6uni t
boe ) b L
. A
J oon (1) = S 1- dt fattore di attualizzazionéneare
, , 1 1
(t)>0Y 1-dt>0U d<t_ e t<d—
Legge dicapitalizzazione€oniugata
(interessi anticipali
S - A | cioe, noto C: | = _C | owvero:
1- dt 1- dt
Cdt| |+ 11
|=M - C =z —— cm(t)_- -

fattore di capitalizzazione
iperbolico



Sconto commerciale

d e anche lo sconto (costante) prodotto dasmmama a scadenza unita
In ungenericoperiodo unitariodi anticipazione: S=Y¥ D=d;

df:-/ (Hl) Jenll) 0 " t20, Y d =d solopet =
6 1-de

cioe il tasso di sconto periodale e
uguale a oltanto neprimo periodo,
poi cresce iperbolicamente con



Tasso periodale

t
t-0
t-1
t-2
t-3
t-4
t-5

Sconto commerciale

Stk
100
90
80
70
60
50

Somma

d =

D, ,=S,d

10
10
10
10
10

50

Esempio

0,1

d

0,10
0,111
0,125
0,143
0,167

Lo sconto periodal®,, e calcolato
rispetto alcapitale finale5 e quindi
e lo stesso in ogni periodekt

Il tasso di sconto periodadie
cresce iperbolicamente



Interessi anticipati

PerC=1 et =0, siha (interesse sul capitale unitario pprimo
periodoespresso in funzione delsso di scondo

fcm (1) i fcm(o) - d—: | OVVETO. d - I—
1-d 1+1

Esprimendo | per mezzodela s s 0 dipponende d=¥L+g: e

| = C,'t, e M =C 1,“, it 07 1l 1
L+i-it] L+i-it ¢ 0
1+
C(1+i , fcmt - : :
e | (U 1+1- 1t
= (capi tali zza?z)i




Assiomi dei regimi finanziari

Principaliproprieta comunai tre regimi considerati:

f(l):1+i:ﬁ j(l):l-d:ﬁ
). 1 e 40 () |
R I | R AT



Confronto tra i regimi finanziari

. _ +] 2 +i 0
=14, LO=04); f0=— - B<d
I+1-t ¢ I =

A parit”®™ di tasso dointeres

f.(0)=f.(0)=f_,,(0)=1 t=0

f.(t) > f.(t) > f (1) 0<t<1
f.Q=f.Q="f,D t=1

g

FL(t) < f.(t) < f.(t) 1<t < i
(_:, —_



Confronto fra | regimi
ﬁnanZiari (continua)




Confronto tra i regimi
finanziari (continua)

F(t)=f.(t)- f,(t)=@1+i) - @+it); FO=F@=0
F'(t) = f.(t)- f () =(@+i) log(1+i)- |

F'(t) continua; F'(0)<0; t!irrla F't)=+ g

F'(t) =(1+) 'log?(1+i)>0; F(t) convessa

= (t) crescenteY $!t,:F (t,) =0

- (1) <0, t<ty; F(t)>0,t>t, Y t, punto di minimo perF(t)
(1) <0, t1 Jo]

equindi F(t) <O perO<t<leF(t)>0 pert>1.




Confronto tra i regimi finanziari con tassi
di interesse diversi

Si calcolino le derivate prime dei fattori di montante rispetto al temg.
pert=0; indicando conge I rispettivamente | tassi di interesse nei

regimi semplice e composto, si ha:
fs(t) =1si 15(0) =1
fo(t) = (L+ig) log(L+ig); fo(0)=log(l+ic)=d.
Pertanto, se¢ d per la convessita di §i ha
f(0)=1,(0) e {(t)>1(t) per t>0;
se, invece,»d, allora si haf0)=f(0), f(t)>f.(t) per O<t<t,
f(t)=f (1) e (O)<f () pert>t,ovet | a radice de
Celeid e s

Per | =i.si ha, ovviamente; & 1.



Capitalizzazione mista
Caso generale dell’'interesse composto nel

discreto
Sicalcolanogli nt er essi sempl i cidall
capitalizzazione (convenzione lineare)
Date le seguenti grandezze: N.B.
-Tassad 0 1 n t perrodalsngl @eriodo [t L8100, j = l——2stessq umita
- Epoche dicapitalizzazionet, t,, t;, € .45 t di tempo
- Scadenza montante; t _ ~ o
- Epoca iniziale: 4 Ampiezze dei periodi
di capitalizzazione:
N W G
RN el
€ 1 ST



Esempio

(|) |2 |3,5 | 6 epoche (in anni)
| | | -
0,04 0,06 0,07 tassi di interesse annui
550 760,76 prestazioni equivalenti:

(550, 0) & (7
C, = 550

M.,(6) = 550 (1+0,04*2§1+0,06*1,5) (1+0,07*2,5) = 760,76 (tassi e tempi in ann
Invece, nel regime composto a tassi variabili:
M (6) = 550 (1+0,04)(1+0,06}>(1,07f>= 768,86 (tassi e tempi in anni)

e nel regime semplice:
M(6)= 550 (1+0,04*2 + 0,06*1,5 +0,07*2,5) = 739,75 (tassi e tempi in anni)



Capitalizzazione mista
Caso particolare |

Siipotizzachegli n-2 periodidi capitalizzazioneeompresitra t, et , hanno
ciascunoampiezzaunitariae cheil tassod 6 i n t penod@akescestanteed
ugualeadi.

Adoperandoper i periodi di ampiezzafrazionata(t, e t, ) la convenzione
lineare, si ha

: )
= C 1+|[1m+|)n 0O<t;<1, O<t, <1)
N\I \\\ \\\\\
I C(1+|[1)(1+|)”2\\\. .......................... \ ).\. ................................... _:‘-—-
\\\ \\
Cl—
S
ty | | | | | t




Capitalizzazione mista
Caso particolare |

In tale caso puo chiedersiqudl e e p o c ajfiontitd etaloé op er a
finanziaria di durata complessiva assegnata T-2) (at, +t,, (0 <t, <1;
O<t,<1l),ossi a quando convi soemldurami zi ar

complessiva e lepoche di capitalizzazior{di ampiezza unitaria).
Ponendad, +t, = T-(n-2) = F (vincolo), puo scriversi la funzione obiettivo:

R T A R T ER R T RN RN L
Derivando rispetto &, Si ha:

@z C1+i)"?|i*F - 2i2t1]

! | .
che si annulla quando'F - 1i't, =1, ossiapert;=F/2=t,;
Essendo poi negativa la derivata seconda per i >0, il punto critic
trovato (pett,=t,) risulta un punto dnassimaelativo.
Pertanto, | 0epoca i1 niziale nc¢
guell a per cul | Ooperazione
alle epoche di capitalizzazione (regiman uniforme.




Capitalizzazione mista
Caso particolare |l

Se anche pergeriodidi ampiezza frazionati, et,) si adopera la
convenzione esponenzial@on tasso di interesse | costante), si ha

M = C(L+i)™ =

M
In questo caso, tale capitalizzazione
coincide con il regime deglnteressi
composti nel continuoper

C t= 2+ 4

t, t,
ty t
t, t, t; ... T4 '[}n

n-2



